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Noti: Fiecare problemd este notatd cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100
puncte, din care 10 puncte sunt din oficiu.

Problema 1 (autor ***)
Fie a,b,c numere reale pozitive astfel incat a+b+c<4 si ab+bc+caz4.
a) Ardtati ¢i o +b* +c* <8.
b) Aritati ¢ sunt adevirate cel putin doud dintre inegalitatile

la-b|<2, [p-c|<2, |c-d|<2.
Detalii rezolvare Barem
asociat
a) a2+b2+c2=(a+b+c)2—2(ab+bc+ca) 6
a) @’ +b*+c*<16-2-4=8 6
b) ’a —b|2 +‘b—c|2 +|c—av|2 = 2((12 +b° +c2)—2(ab+bc+ca) 5
|a —b‘z +o—ecf +]e- a| <8, deci cel putin doi termeni ai sumei initiale sunt <4. 5,5
Problema 2 (*** S.G.M 11/2025)
. . . 1 .
Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [1—:| = ﬁ—] , unde [a] reprezinta
-Xx —|x
partea intreaga a numdrului real a .
Detalii rezolvare Barem
asociat
Deoarece membrul stAng este numar intreg, trebuie ca si membrul drept si fie 5
numar intreg.
Rezulta [x] =0 sau [x] =2 5
Pentru [x] =0 ecuatia devine [%} =1, echivalentcu 1 < L <2. 3
-x -x
Aceasta se reduce la % <1-x <1, iar multimea solutiilor din acest caz este
3
°3)
2
Pentru [x] =2 ecuatia devine [—1—} =-1, echivalent cu —-1< 1—1— <0. 3
- X -x
Aceasta se reduce la 1—x £ -1 iar multimea solutiilor din acest caz este [2, 3) ; 3
In concluzie, multimea tuturor solutiilor este [O, %] U[2,3) 0,5




Problema 3 (autor ***)

Considerdm predicatul P(k,n):k (\/ﬁ ~Jn ) >1,unde » si k sunt numere
naturale, £ >1.

a) Aritati ca propozitia P(3,1) este adevaratd, iar propozitia P(3,2) este falsa.

b) Determinati valoarea de adevir a propozitiei: ,,pentru orice numér natural & >1
existd un numadr natural » astfel incat propozitia P(k, n) sd fie falsa”.

Detalii rezolvare Barem
asociat |

3(«/5—«/f)=\/§~3>1,deoarece Jig >4 | 7

3(\/5—\/§)=x/§—\/ﬁ<l,deoarece V27 <5,2 §i\/ﬁ>4,2 7

(\/;1—-1-_ \/_)>1C>k2\/]: J__ n+1+\/_ | 5

Pentru n = k* ultima inegalitate este falsd, deci propozitia P(k,n) este falsa. Ca

atare, propozitia la care se referd enuntul este adevirati (pentru orice numar 35
natural k& >1 existid numairul natural » = k*)

Problema 4 (autor **%¥)

Fie D, E, F punctele de tangenta ale cercului inscris intr-un triunghi 4BC la BC,

AC , respectiv AB .
a) Aratati ¢3, dacd notdm cu p semiperimetrul triunghiului, atunci

aEz(p—c)E+(p—b)E.
b) Aratati ¢a triunghiul ABC este echilateral daca si numai daca AD+BE+CF =0.

Detalii rezolvare | Barem
| asociat
a)Stimed BD=p-b,CD=p—-c. | 5
Apoi AD = —C;D—ZE + 5D AC , de unde reiese cerinta 5
BC BC

b) Cu relatia de la punctul a), dacd a=b=c=2x, atunci p =3x §i

AD+BE +CF = x(@+R+ﬂ+B—C+Z’Z+@) 6
Reciproc, dacéd AD+BE +CF =0, folosind punctul a) si expnmand totul in
functie de vectorii AB si AC obtinem 4
(u + p-a_ 1) AB+ (p_—b + % - 1) AC=0 , deci parantezele sunt nule.
a c a

Aceasta se reduce la ¢ +c?—ab—bc=0 si a* +b* —bc—ac=0. Prin sciderea
acestor relatii obtinem (b —c)(a +b+ c) =0, de unde b=c. Inlocuind aceasta 2,5

intr-una din relatiile precedente obtinem a=»5,deci a=b=c.




5 B MINISTERUL EDUCATIEL
BN ! CERCETARII

\ SOCIETATEA DE INSPECTORATUL SCOLAR AL
] _-SDT:";TOEM'V'A’LT:\MAT'CE MUNICIPIULUI BUCURESTI

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA PE SCOALA CU SUBIECT UNIC
CLASA all-a
Bucuresti, 13 februarie 2026
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare problemd este notatd cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100
puncte, din care 10 puncte sunt din oficiu.

Problema 1 (autor ***)

111
Se considerd matricele 4=|1 1 1|, B=3L,-4si M, =§B +3L2A ,unde x este
111 ¥

un numar real nenul.

a) Aritati ci B*> =3B.

b) Aritati cd M, -M, =M _,, pentru orice numere reale nenule x,y.

c¢) Aritati ca det (M x) # 0, pentru orice numadr real nenul x.
Detalii rezolvare Barem

asociat
a) Avem 4% =34, deci B*=91,-34=3B, 6
b) Observam cd AB = BA =0, . Rezultd astfel ca
s =2pe L g Ppy 1 gy 10,5
¢ 0 9x ¥y 3 3 (xy) ¥
¢) Observim cd M_-M, =M, =1,, deci M_ este inversabila, oricare ar fi x#0,
ceea ce aratd ci det(M, ) #0,oricarear fi x#0.
x+k k k .
Solufie alternativa. Avem M_=| k x+k k |,unde k=— ~2 . Atunci 6
3x 3
k kK x+k
det(M )= (x+ k)3 +2k° =3k (x+k)=x" +3x7k =x" +x° (—1? —xJ =1, pentru
x

orice x #0

Problema 2 (autor *** S.G.M 11/2025)

Aritati cd relatia de recurenta a, € [0, 1] si a, =+/a,—a’ pentruorice neN

defineste un sir (an )nE o §i studiati limita acestuia.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Pentru ca sirul s fie corect definit trebuie si verificdm ci a, —a’ 20, adicd
5

a, € [O, 1] pentru orice 7 € N, ceea ce iese imediat cu un rationament inductiv




Dacé a, =0 atunci a, =0,Vn € N, iar dacd g, =1 atunci ¢, =a, =...=0, deci

a, — 0 in aceste cazuri 4
Daca 0<a, <1, atunci 0<gq, S% si, inductiv, 0 <a, S% pentru orice n =1 5
in acest ultim caz a,,, =+/a,—a’ 2 \/E =a, , deci sirul este crescator S
Rezulti a, > £>0, £=~1-£?, z:%. 3,5

Problema 3 (autor ***)

Fie n un numir natural nenul si 4 o matrice nxn inversabild, cu elemente numere reale si
care verifici relatia A+ 47" =1 .

a) Demonstrati ¢ 4> =-1 .
b) Ardtati ca » este un numar par.
¢) Determinati det (A +1, ) :

Detalii rezolvare Barem

asociat
a) Din ipotezi obtinem 4> —A+1 =0,,deunde 4’ =-1I, 6
b) Avem 44 —44+1,=-3I,, apoi (det(24-1, ))2 =(-3)", deci n este par 6

c) Din punctul precedent (det A)3 =(-1)" =1 si, deoarece det 4 este numdr real,

reiese det 4 =1

Din ipotezi (4+1,) =3A, deci (det(4+1,)) =3"det 4=3" 4

Cum det(A+In) = det(A2 + 2]n)= det(A+ix/§In)det(A—i\/EIn)2 0 ca produs

de doud numere complexe conjugate, reiese det(A +In) =3 33
Problema 4 (autor **¥*)

a) Aratati cd, dacd functia f:R — R este periodica si limita )1{1_{2@ exista, atunci
aceastd limita este nula.

b) Dati exemplu de functie periodicd g:R — R pentru care limita chl_)mw @ nu
existd. Justificati raspunsul!
Detalii rezolvare Barem

asociat

a) Fie T >0 o perioada a functiei si £ valoarea limitei din enunt. Consideram
sirul x, =nT,ne N"; avem x, — co. Atunci: pe de o parte @ — £, iar pe de 10

alta parte ( f (xn )) y ©ste constant (egalcu f (0) ), deci M — 0, de unde
ne x

n




£=0.

b) Considerim functia /:R >R, f(x)= %; ea are perioada 1. 2,5
—{x
Pentru sirul x, =n,ne N" avem M = ! — 0; pentru sirul y, = n—l,n eN
X, n n
10
avem M = Ll — 1, deci limita nu exista.
Vn B——=

n
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Noti: Fiecare problemd este notatd cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100

puncte, din care 10 puncte sunt din oficiu.

Problema 1 (autor Mihaela Berindeanu, G.M. 6-7-8/2025)

Determinati functiile f:(0,00) — (0,00) cu proprietatea c& f(x) 1 (»)-f (%)= 2,
. L
pentru orice x,y € (0,0).
Detalii rezolvare Barem
asociat
Pentru x = y =1 obtinem f(1)* — £ (1)=2 si cum f(1)>0, rezulta f(1)=2. 10p
1 1
P tl'u i = 2 — = —_ 1 = pu—
entru x € (0,) siy=1avem 2/ (x)- f(x) X+, deci f(x)=x+ = 12,5p
functie care verifica proprietatea din enunt.
Problema 2 (autor Flavian Georgescu)
Determinati perechile (x,y) de numere reale cu x, y €[20,26] astfel incét
max (46 -520)™" (46y—520)""} <2025
Detalii rezolvare Barem
asociat
(x, y)solutie=> (y,x)solutie, deci putem presupune x<y.
o 8
(y—20)(y—26)<0= )* <46y —520 = y*** <(46y-520)"" <2025 () P
Obtinem 452°%” <45% deci log, y <1, de unde y < x, in consecintd, x=y . 6,5p
Cum inegalitatile din (*) devin egalititi, obtinem (46x — 520)l°g’ ® 22025
Avem: (46x-520)"" =2025 < 45 =) =45” o Jog (46x-520)=2& g
: P

& x7 =46x-520 < x €{20,26}.
Obtinem perechile (20,20)si (26,26), care verifica.




Problema 3 (autor Alina Paraschiv )

Fie (zn )neN un sir de numere complexe nenule si ¢>2 un numdr real cu proprietatea ca

loga(
nevide ale lui Nsi functiile f:N—> N, g:P—>C cu f(n) = loga(

Zn

Aritati cd, dacd f e injectiva, atunci g e injectiva.

zni) este numar natural, pentru orice n e N. Fie P multimea submultimilor finite si

) sig(X)=2z.

ieX

Detalii rezolvare Barem
asociat
Fie X,Y eP cu g(X)=g(Y). Presupunem X #7Y, deci Xa¥ =&, unde
XaY =(X\Y)U(Y\X).Fie k= f(j)=max{f(i),ie Xa¥}. Din
injectivitatea lui f, j e unic si presupunem, fara a restrange generalitatea, ca
j € X . Dupa eventuala reducere a termenilor cu indicii In X Y, egalitatea 7p
g(X)=g(¥)devine z = > z- D =z (%)
ToEnx (XM
(> z,=0,daci T=02)
iel
Daci (XaY)\{j} =@, atunci z, =0, fals. Dacd (XaY)\{j}# &, atuncik 21,
sidin (*) obtinem ‘z _ l <Dz |+ z| < Y |z Tp
ey (XN} ie(X 2T \j}
k
. . e o e . . - k 2 k-1 a _1 k
Din injectivitatea lui f'§i a>2 rezultd a" <l+a+a”+..a" = 7 <a" -1, 8,5p
a— s
fals, deci X =Y si g e injectivi.
Problema 4 (autor Flavian Georgescu)
Determinati numerele complexe a,b,c,d care au, simultan, proprietitile:
la| = |5 =|c| =|d| =1, a+btc+d=23si d+b +J+d° =0.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Cum cele patru numere au toate modulul egal cu 1 si @’ +5° = (—c)3 +(-d )3 ,
rezultd ca a’,b’, (—0)3 si (-d )3 sunt afixele varfurilor unui dreptunghi (eventual Sp
degenerat) inscris in cercul unitate.
Dupi o eventuali redenumire, rezulti a® =-bsi ¢’ =—d*. Dacd a =-b obtinem s
2x/§ =|c+d] < |c|+|d| =2, fals, deci a #—b si, analog, c#—d . P




Dupi o eventuald redenumire, rezultd a =be si c=de,unde &= I +;\/§ . Atunci p
P
23 =bs+b+ds+d =(1+&)(b+d),deci b+d =-/3-i
Cum |b+d|=‘\/§—i‘ =2=|b|+|a’| si |b|=|d|=1, obtinem b=d = \/52_1 , T
6
o VB +i P
consecmta, a=c= .
2
Deci doui dintre numere sunt egale cu B si doud sunt egale cu N 0,5p
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Notii: Fiecare problemd este notatd cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100
puncte, din care 10 puncte sunt din oficiu.

Problema 1 (autor Stefania Constantinescu)

Se considera un grup (G,-) si f,g:Z— G morfisme de la grupul (Z,+) in grupul (G,-) ,cu
proprietatea ci existd doud numere intregi a si b, prime intre ele, astfel incit f (a) =g (a)
sif(b)=g(b). Aratatica f=g.

Detalii rezolvare Barem
asociat |

(k)= f(t)k si g(kt)= g(t)k, pentru orice numere intregi ki 7. 10p

Existd numerele intregi p sig cu pa+gb=1, deci kpa+kqb =k , pentru orice 25

numdr Intreg k. ~P

1 (k)= 1 (kpa+Hab)= 1 (kpa)- f (kab) = f (a)" - £ (b)" = g(a)"-2(6)" = |

=g(kpa)-g(kgb)= g(kpa+kgb)= g(k), pentru orice intreg k , deci f =g . P

Problema 2 (autor Florin Rotaru, G.M. 6-7-8/2025)
a) Fie 0<a<b si o functie derivabild f:[a,b] >R, cuj’.f(x)dx=bf(a)—af(b) ;
Aritati ¢ existd ¢ €(a,b) cuf’(c)=0. "
b) Dati un exemplu de functie derivabila f:[-1,1] > R cujf(x)dx = f(-1)+ /(1)
el

sif'(x)# O pentru orice x [-1,1].

Detalii rezolvare Barem |
asociat

@) Consideram functia g:[a,6] >R, g(x)=(a+b—x) £(x)+] £ (t)dt . Cum

g(b)= af(b)"'j‘f(t)dt=“f(b)+bf(a)—af(b)=bf(a)=g(a) si geste 11p

derivabila, din teorema lui Rolle rezultd ca existd ¢ (a, b) cu g’ (c) =0.




Cum g'(x)=(a+b-x)f'(x),atunci (a+b—c)f'(c)=0.Dar c<b<a+b,

deci f'(c)=0. L3

b) Fie f:[-L1] >R, f(x)=x. Avem jxdx:O=f(—1)+f(1) 10
-1 P

si f'(x)=1=0 pentru orice xe[-11].

Problema 3 (autor Marian Andronache)

Fie (M ,') un monoid finit cu cel putin doud clemente. Ardtati ca urmatoarele afirmatii sunt

echivalente:
a) existd n € N astfel incét a” #a, oricare ar fi a e M, a # e, unde e este elementul neutru
al monoidului.

b) (M,-) este grup.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Fie k 22 numarul elementelor lui M .
b)= a) Cum (M) este grup, rezulti ci a* = e, oricare ar fi a € M, deci 10p

a“*#a,oricarearfiaeM,aze.

a)=b) Fie a € M . Cum doui din elementele @,a’,a’,......a",a"" sunt egale,

existd p,q € N'cu a” =a", i, inductiv, prin inmultire cu a?, rezultd ca

10
a* =a?"™ oricare ar fi » e N. Alegem r astfel incat »g > p . Prin inmultirea P
ultimei egalitati cu @’ ? obtinem a™ = a’",
Fie b=qa".Cum b> =b, rezulti b" =b, deci b=e.Din g = deducem ci a 25
este simetrizabil, deci (M ,-) este grup. »P
Problema 4 (autor Marian Andronache)
Fie f :[1,00) - R o functie integrabila pe orice interval [a,b]c [1,0)si sirul (a,) ., ,
1 ¢ f(x . . -
cua,=— j i—)a’x Stiind ¢ lim f (x) =1, calculati lima, .
Inn T X xo® n—se
Detalii rezolvare Barem
asociat

Din lema lui Stolz-Cesaro, este suficient s calculam

n+l
L=lim ! /(%) 4 3p
"—>°°1n(n+1)—lnn . X




Fie £>0si8, >1astfel incit 1—§<f(x)<1+§, pentru orice x(J,,).Fie

n>g,.Cum (l—fjl<f—(xl<(l+£jl peniru otice x €[n,n+1],
2/)x X 2/)x

prin integrare de lan la n+1 obtinem

(1—§J(m(n+1)—mn)snil@dxs(ngj(m(nﬂ)—lnn)

n+l
Cum 1—3<1—£S 1 (x)
2 hl(n+1)—1nn X

n

de1+§<1+g,

pentru orice n>[5,|+1, rezulti cd L =1, deci lima, =1.

n—>0
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Noti: Fiecare subiect se puncteazi de la 0 la 22,5 puncte. Se acordi 10 puncte din oficiu.
Orice alti rezolvare se asimileaza conform baremului.

Problema 1 (autor Bianescu Magdalena)
a) Ariatati cit pentru orice numere reale strict pozitive gi orice ne N areloc
1+ a4n+2 1 + b4n+2 n
inegalitatea: o >4(ab)".
a

b) Aflati numerele reale, strict pozitive, a si b pentru care are loc egalitatea:

2026 2026
l+a N +b :4(ab)506
b a

Detalii rezolvare Barem
asociat

1+a4n+2 1+b4n+2 (1 b4n+2) (1 a4n+2]

+ =] -+ +| —+
b a b a a b 5p

Aplicim inegalitatea mediilor pentru fiecare paranteza si obfinem:

1 pm 1 g pnel g Sp
—+ + —+ =2 +
(b a J [ a b ) a b

’b4n+l 4n+1 W 2n . Zn 4p

4n+2 471+2
Finalizare —H; + i > 4(ab)". 3p
a
Folosim a) pentru 7 =506 si obfinem egalitatea:
p — g o 4p
{612027 = b = b = b

Justificare b=1=>a=1.




Problema 2 (autor Liliana Niculescu, G.M. 9/2025, supliment)

Aflati perechile de numere intregi pentru care este verificati relatia x(x+1)=y(y +7).

Detalii rezolvare Barem
asociat
x2+x=y2+7y|-4
2p
4x* +4x =4y* +28y
4x* +4x+1=4y* +28y+49-48
(2x+1)" =(2y+7) -48 2p
(2y+7) —(2x+1)" =48
(2y+7-2x-1)(2y+7+2x+1)=48
(2y—2x+6)(2y+2x+8)=48 5p
4(y—x+3)(y+x+4):12
y—x+3,y+x+4 au paritati diferite.
-x+3=
YT b=12,a,bde paritati diferite.
y+x+4=>b 4,5p
2y+T7=a+b=>y= a+b—7’x=b—a—l
2 2
(aab) € {(_129_1)’(—17_12)2 (_4: _3)9 (—39 _4)a (12>1)9(1312)3(4: 3)> (3’ 4)} 2p
(x, %) =1{(5,-10),(~6,-10),(0,=7),(~1,-7),(-6,3),(5,3),(-1,0),(0, 0} 7p

Problema 3 (autor Livia Harabagiu)

in piramida triunghiularid SABC, fie A',B',C’ proiectiile virfului piramidei pe
laturile BC, AC, respectiv 4B ale triunghiului 4BC.Se stie ¢ SA'=SB'=S5C' .

a) Aritati ci dreptele 44', BB',CC’ sunt concurente.

b) Fie Opiciorul perpendicularei duse din S pe planul (4BC), O

A

in interiorul

triunghiului ABC. Dacd O este centrul cercului circumscris triunghiului 4BC,

aratati ci piramida SABC este regulata.




Detalii rezolvare

Barem
asociat

SI L (4BC),I €(4BC)| .|
a) Fie S4' L BC —I4' 1 BC.
I4', BC  (4BC)

Analog, IB' L AC,IC' 1 4B (1)
SI 1 (4BC)

= ST L 14,8 LIB',SI L SC'
I4',1B',IC’ = (ABC)

Comparam ASIA' cu ASIB' si cu ASIC’ si conform cazului I.C.
= ASIA' =ASIB'=ASIC' = IA'=IB'=IC' (2)

3p

Din (1) si (2) = d(I;AB)=d(I;BC)=d(l; AC) rezulti I este centrul cercului
inscris AABC = A'B=C'B,A'C=B'C,AC' = AB'

IB ' 4 R.T.Ceva
= AB BC C4 =1 — A4',BB',CC’ sunt concurente.
A'C B'A C'B

6p

Din (a) =0=1
b) O centrul cerculuiinscris inAABC = AABC este echilateral. (3)

O centrul cercului circumscris AABC

3p

A', B',C' mijloacele laturilor BC, AC, AB.

SC'mediana si indltime in ASAB = ASABisoscel cu baza AB = S4= 5B (4).
SA' mediana si inéltime in ASBC = ASBCisoscel cu baza BC =SB =S5C (5).
Din (4) i (5) = S4=5B=SC(6).

Din (3) si (6) = SABC este piramida triunghiulara regulata.




Problema 4 (autor Traian Preda)
Fie ABCDA'BC'D'un cub si punctele M e(A4C),Ne(BC')asfel incit
AM BN _3-1
AC BC' 2
a) Demonstrati cid MN || (ABB').
b) Determinati miisura unghiului dintre dreptele MN si 44"
¢) Determinati misura unghiului dintre dreptele MN si CD'.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Alegem M'e(AB) si N'e(BB') asfel incat
1p
MM '”BC s NN'"B’C’.
Din T.F.A. obtinem
MM' _AM _ BN _ NN — MM'= NN, 2p
BC AC BC' BC'
Dar MM ’”NN’ = MNN'M’' paralelogram = 2p
MN "M N',dar MN' c (ABB') => MN ||(ABB'). 3p
(V3-1)r
b) Notim AB=I:>BN'=—2— 2p
BN’:AM':>MB=I—J§2_11:3—2J§I 2p




MN||MN', A4'|BB' = «(MN, A4") = <(MN', BB') = <BN'M’
tg{BNM':M,B:3_‘/§:‘/§(‘/§_1):J§:> 2p
NB 3-1  f3-1
<BN'M' = 60", 2p
MN|MN',CD'|BA' =
L(MN,CD") = <(MN', 4'B) = <BPN' 2,5p
Unde am notat cu P intersectia drepetelor M'N' si A'B.
2p

<«PN'B=60",«PBN' =45 =

Intrucat
XBPN'=180"-60"-45" =75
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Noti: Fiecare problemd este notatd cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100
puncte, din care 10 puncte sunt din oficiu.

Problema 1 (autor **¥)
Fie a,b,c numere reale pozitive astfel incit a+b+c<4 si ab+bc+ca=4.
a) Aritati ¢ a® +b> +c* <8.
b) Aritati ¢ sunt adevirate cel putin doud dintre inegalitatile

la-b|<2,|b-c|<2, |c-d|<2.
Detalii rezolvare Barem
asociat
a) a2+b2+c2=(a+b+c)2—2(ab+bc+ca) 6
a) a*+b*+c*<16-2-4=8 6
b) |a—b|2 +|b—c‘2 +’c—a|2 = 2(a2 +b° +c2)—2(ab+bc+ca) 5
]a —b‘l + ‘b —c|2 + |c - a‘z <8, deci cel putin doi termeni ai sumei initiale sunt < 4. 55
Problema 2 (***, S.G.M 11/2025)
Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia l:%:l =1 1[ ] , unde [a] reprezintd
-x —|x
partea intreagd a numarului real a.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Deoarece membrul stAng este numdr intreg, trebuie ca si membrul drept sa fie 5
numar intreg.
Rezulta [x] =0 san [x] =2 5
Pentru [x] =0 ecuatia devine [—1—:| =1, echivalent cu 1< L <2. 3
-x -x
Aceasta se reduce la % <1-x <1, iar multimea solutiilor din acest caz este
3
3
2
Pentru [x] =2 ecuatia devine [IL} =-1, echivalentcu —-1< L <0. 3
-x -x
Aceasta se reduce la 1—x < -1 iar multimea solutiilor din acest caz este [2, 3) . 3
In concluzie, multimea tuturor solutiilor este [O,%)U[Z,?)) 0,5




Problema 3 (autor ***)

Consideram predicatul P(k,n): k(\/n +1-+/n ) >1,unde n si k sunt numere

naturale, k2>1.

a) Aratati ci propozitia P(3, 1) este adevarati, iar propozitia P(3, 2) este falsa.

b) Determinati valoarea de adevir a propozitiei: ,,pentru orice numir natural £ >1

existd un numar natural n astfel incat propozitia P (k, n) sa fie falsa”.

Detalii rezolvare Barem
asociat

3(x/5—ﬁ)=x/f§—3>l,deoarece 18 >4 7

3(\/5—\/—2_)=\/f—«/1_8-<1,deoarece V27 <5,2 si\/1_§>4,2 7
ntl-Vn)2lek>—— —=Jn+1+4n 5

M)zt k2 o e

Pentru # = %* ultima inegalitate este falsd, deci propozitia P(k,n) este falsd. Ca

atare, propozitia la care se referd enunful este adevirati (pentru orice numar 35

natural % >1 existd numirul natural » = k%)

Problema 4 (autor ***)

Fie D, E, F punctele de tangenta ale cercului inscris intr-un triunghi 4BC la BC,

AC , respectiv AB .
a) Ardtati ¢, dacd notim cu p semiperimetrul triunghiului, atunci

aE=(p—c)ﬁ+(p—b)A_C".

b) Aritati ca triunghiul ABC este echilateral dacé si numai daca AD+BE+CF =0.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a)Stimecd BD=p-b,CD=p-c. 5
Apoi AD = EQE + I—BBE , de unde reiese cerinta 5
BC BC
b) Cu relatia de la punctul a), dacd a=b=c=2x, atunci p =3x §i
AD + BE +CF = x(AB + AC + BA+ BC+Cd+CB) =0 6
Reciproc, dacd AD + BE +CF =0, folosind punctul a) si expnmand totul in
functie de vectorii AB si AC obtinem 4
(u +272 l) AB _{p b +22 1) AC =0, deci parantezele sunt nule.
a c a b
Aceasta se reduce la a® +c¢? —ab—bc=0 si a*+b*> —bc—ac=0. Prin sciderca
acestor relatii obtinem (b - c)(a +b+ c) =0, de unde b=c. Inlocuind aceasta 2,5
intr-una din relatiile precedente obtinem a =5, deci a=b=c. ]
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Noti: Fiecare problemd este notatd cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100
puncte, din care 10 puncte sunt din oficiu.

Problema 1 (autor Mihaela Berindeanu, G.M. 6-7-8/2025)

Determinati functiile f:(0,00) — (0,00) cu proprietatea ca f(x) f(y)-f(w)= 42,
y x
pentru orice x, y €(0,0).
Detalii rezolvare Barem
asociat
Pentru x = y =1 obtinem (1)’ — £ (1)=2 si cum f(1)> 0, rezultd f(1)=2. 10p
Pentru x € (0,00) siy=1avem 21 (x)-f(x)= x+§, deci f(x)=x+—)1€—, 12,5p
functie care verifica proprietatea din enunt.
Problema 2 (autor Flavian Georgescu)
Determinati perechile (x,y) de numere reale cu x,y €[20,26] astfel incét
max {(46x—520)" " (46y-520)"**} <2025
Detalii rezolvare Barem
asociat
(x,y)solutie=> (y,x)solutie, deci putem presupune x <y .
8p

(y-20)(y—26)<0 = y* <46y—520 = y™* <(46y—520)"" <2025 ()

Obtinem 457°%* <45% deci log, y <1, de unde y <x, in consecinti, x=y. 6,5p

log, 45

Cum inegalititile din (*) devin egalitati, obtinem (46x—520)""" = 2025
Avem: (46x-520)""" =2025 & 45 =) =45 & log (46x-520)=2 <
& x* =46x-520 < x €{20,26}.

Obtinem perechile (20,20)si (26,26), care verifica.




Problema 3 (autor Alina Paraschiv )

Fie (zn )neN un sir de numere complexe nenule si @ =2 un numdr real cu proprietatea ca

loga(
nevide ale lui Nsi functiile f:N—>N, g:P—->C cu f(n)=loga(

an) este numdr natural, pentru orice ne N. Fie P multimea submultimilor finite §i

) si g(X)=2 2.

ieX

Z"

Aritati c3, dacd f e injectiva, atunci g e injectiva.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Fie X,Y €P cu g(X)=g(Y). Presupunem X =Y ,deci XaY #J, unde
XaY=(X\Y)U(Y\X).Fie k= f(j)=max{f(i),i € Xa¥}.Din
injectivitatea lui f, j e unic si presupunem, fard a restringe generalitatea, cd
j € X . Dupi eventuala reducere a termenilor cu indicii in X NY, egalitatea

g(X)=g(¥) devine z = ) z, - >z (¥)

ier\Xx ie( X\Y)\{j}

Tp

(Zz,:O,dacé T=0)

iel

Dacid (XaY)\{j} =, atunci z, =0, fals. Daca (XaY)\{j}# D, atuncik 21,

si din (*) obtinem ’z,‘s >z l+ z| < > |z Tp
! ieV\X i X\ /) ie(XaY N}
a" -1
Din injectivitatea lui f§i @22 rezulti ¢* <l+a+a’+..a"" = <a* -1, $,5p
a— 9

fals, deci X =Y si g e injectiva.

Problema 4 (autor Flavian Georgescu)

Determinati numerele complexe a,b,c,d care au, simultan, proprietatile:
la|=[p| =|¢| = |d| =1, a+b+c+d=23si a*+b*+c+d*=0.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Cum cele patru numere au toate modulul egal cu 1 si @’ +5° = (—c)3 +(—d )3 ,

rezulti ca a’,b’, (—0)3 si (—d )3 sunt afixele varfurilor unui dreptunghi (eventual Sp
degenerat) inscris in cercul unitate.

Dupi o eventuald redenumire, rezulti a® =-b*si ¢’ =—d°. Dacd a =—b obtinem
23 = |c+d| < |c|+|d| =2, fals, deci a # —b si, analog, c = —d .

Sp




) 5 . 1+iv/3 )
Dupi o eventuald redenumire, rezultd a =be si c=de,unde &= 2\/— . Atunci

23 =bs+b+ds+d=(1+¢)(b+d),deci b+d =3-i

=i

Cum ]b+d|='\/§—i|=2=|b|+|d| i [p|=|d|=1, obfinem b=d=""—, in

3+i

consecintd, a=c= 5

+i . =
si doud sunt egale cu

Deci doud dintre numere sunt egale cu
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Noti: Fiecare problemd este notatd cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100
puncte, din care 10 puncte sunt din oficiu.

Problema 1 (autor ***)

111
Se considerda matricele 4=|1 1 1|, B=3l,-4 51 M, =§B+—3—1—2—A, unde x este
x
111

un numar real nenul.
a) Aritati cd B* =3B.
b) Aritati cd M_-M =M, pentru orice numere reale nenule x, y .

¢) Ardtati ca det (M x) # 0, pentru orice numdr real nenul x.

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) Avem 4> =34, deci B’ =91,-34=3B, 6

b) Observim cia 4B = BA=0,. Rezultd astfel ca

MM, =2 g Ppe Ly 10,5

9 9x2y2 3 3(xy)2

c) Observim cd M _-M, =M, =1,, deci M_ este inversabild, oricare ar fi x#0,

#0,oricarear fi x#0.

~— X

ceea ce arata cd det(Mx

x+k k k 1
Solufie alternativi. Avem M, =| k  x+k k| unde k=5 —-’33 Atnci | 6
ko ko x+k ¥

det(M,) = (x+/’c)3 +26° =3k (x +k) =x" +3x°k = %" +x° (;lg—x)=l,pentru

orice x#0

Problema 2 (autor ***, S.G.M 11/2025)

- © v . - . 2 .
Aratati ca relatia de recurentd g, € [O, 1] si @, =+a,—a, pentruorice neN

defineste un sir (a" )nE y §i studiati limita acestuia.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Pentru ca sirul si fie corect definit trebuie si verificim ci a, —a; >0, adicd
5

a, € [O, 1] pentru orice n € N, ceea ce iese imediat cu un rationament inductiv




Dacd a, =0 atunci a, =0,Vn e N, iar dacd a4, =1 atunci g, =a, =...=0, deci

a, — 0 in aceste cazuri 4
Daca 0<a, <1, atunci 0<gq, S% si, inductiv, 0 <a, S% pentru orice n =1 5
In acest ultim caz a,,, =+/a, —a’ 2 \/;f' =a, , deci sirul este crescator S
Rezulti @, —£>0, £=+/1-£2, f:é 3,5

Problema 3 (autor ***)

Fie # un numir natural nenul si 4 o matrice nxn inversabild, cu elemente numere reale si
care verifici relatia 4+ 47 =1,.

a) Demonstrati ci A’ =1 .
b) Arétati cd » este un numar par.
c) Determinati det(4+1,).

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) Din ipotezd obtinem 4°>-A4+1, =0,,deunde 4’ =-1, 6

b) Avem 44’ —4A4+1, =-3I,, apoi (det(24-1, ))2 =(-3)", deci n este par 6

¢) Din punctul precedent (det A)3 =(-1)" =1 si, deoarece det 4 este numdr real,

reiese det 4 =1

Din ipoteza (4+1,) =3A, deci (det(4+1,)) =3"det A=3" 4

Cum det(4+1,)= det(A2 +2]n) = det(A+i\/§I”)det(A—i\/EIn)2 0 ca produs

de doud numere complexe conjugate, reiese det(A +1, ) =3" 3
Problema 4 (autor ***)

a) Aritati ci, dacd functia f:R — R este periodicd si limita }{1_{2@ existd, atunci
aceasti limita este nula.

b) Dati exemplu de functie periodici g:R — R pentru care limita lL‘Eg_ix*) nu
exista. Justificati raspunsul!
Detalii rezolvare Barem

asociat

a) Fie T >0 o perioada a functiei i £ valoarea limitei din enunt. Consideram
sirul x, =nT,neN’; avem x, — c0. Atunci: pe de o parte %x") — £, iar pe de 1o

f(x,)

altd parte ( f (xn)) y ©ste constant (egalcu f (0) ), deci ——=~— 0, de unde
ne x

n




£=0.

b) Considerim functia f:R—>R, f(x)= ﬁ; ea are perioada 1. 2.5
—{x
Pentru sirul x, =n,ne N avem I(x_,,) = 1 — 0; pentru sirul y, = n—l,n eN’
X, n n
10
avem M =" _ , deci limita nu exista.

Yn

1
n_._
n
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Notid: Fiecare problemd este notatd cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100
puncte, din care 10 puncte sunt din oficiu.

Problema 1 (autor Stefania Constantinescu)

Se consider un grup (G,") si f,g:Z —> G morfisme de la grupul (Z,+) in grupul (G,), cu
proprietatea ci exista doua numere intregi @ si b, prime intre ele, astfel incat f(a)=g(a)

sif(b)=g(b). Aratatica f=g.

Detalii rezolvare Barem
asociat |
I (k)= f(t)k si g(kt)= g(t)k, pentru orice numere intregi ksi ¢. 10p |
Existd numerele intregi p sig cu pa+qb=1, deci kpa+kqb =k , pentru orice 25
numdr intreg k. =P
f (k)= 1 (kpa+kgb) = 1 (kpa)- £ (kab) = £ (a)" -/ (b)" = £(a)" -2 (6)"= | |
=g(kpa)-g(kgb)= g(kpa + kgb) = g(k), pentru orice Intreg &, deci f =g P
Problema 2 (autor Florin Rotaru, G.M. 6-7-8/2025)
b
a) Fie 0<a<b si o functie derivabila f:[a,b] >R, cu [ f(x)dx=bf (a)-af (b).
Aritati cd existd c €(a,b) cu f'(c)=0.
1
b) Dati un exemplu de functie derivabild f:[-11]—> R cu j f(x)de=f(-1)+ 1 (1)
-1
si f'(x) = 0 pentru orice x € [-1,1].
Detalii.rezolvare Barem
asociat
a) Consideram functia g:[a,b] >R, g(x)=(a+b-x) f(x)+ J f(2)dt . Cum
” 11
g(b)= af(b)+jf(t)dt = af (b)+bf (a)—af (b)=bf (a) = g(a) si geste P
derivabild, din teorema lui Rolle rezultd c3 existd c e (a b) cu g’(c)




Cum g'(x)=(a+b-x)f'(x),atunci (a+b~c)f'(c)=0.Dar c<b<a+b,

deci f'(c)=0. 1.%p

b) Fie f:[-L1]>R, f(x)=x. Avem jfxdx=0=f(—l)+f(1) 10
! Y

si f/(x)=1%0 pentru orice x [-1,1]. o

Problema 3 (autor Marian Andronache)

Fie (M ,-) un monoid finit cu cel putin doud elemente. Aratati cd urmdtoarele afirmatii sunt

echivalente:

a) existd n € N"astfel incét a" #a, oricarearfi ae M , a # e, unde e este elementul neutru
al monoidului.

b) (M,-) este grup.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Fie k > 2 numadrul elementelor lui M .
b)=>a) Cum (M ,-) este grup, rezulti ci a“ =e, oricare ar fi a € M, deci 10p

a*#a,oricarearfiaeM,a#e.

a)=> b) Fie a € M . Cum doui din elementele a,a’,a’,......a",a"" sunt egale,
existd p,q e N cu a” = a”", si, inductiv, prin inmultire cu a?, rezultd cd 10
. N o . p
a” =a”™" , oricare ar fi » e N. Alegem r astfel incat g > p . Prin inmultirea

ultimei egalititi cu g™ obtinem a =a*".

Fie b=a".Cum b* =b, rezulti b" =b, deci b=¢.Din a" =e deducem cd a

este simetrizabil, deci (M) este grup. 2,5p

Problema 4 (autor Marian Andronache)

Fie f :[1,0) - R o functie integrabila pe orice interval [a,b] < [1,00) i sirul (a,)
cu a, =—1—J.f—({)—dx Stiind ca lim f(x) =1, calculati lima, .
lnn 1 X X0 n—rec

n22?

Detalii rezolvare Barem
asociat

Din lema lui Stolz-Cesaro, este suficient sa calculam
n+l

L=1lim ! /(%) 4 3p

n—ye ln(n+1)—1nn ' X




Fie £>0sid, >1astfel incat 1—§< f(x)<1+§, pentru orice x €(5,,0) Fie

n>g,.Cum (1—2]1<~JM<(1+§)l pentru orice x €[n,n+1],
X

X x 15p
prin integrare de lan la n+1 obtinem
£ n+1f x) P
(I—EJ(ln(n+l)—lnn)S ;’:%dxs(l+aj(ln(n+l)—lnn)
n+l
Cum 1-s<1-2< L | () g1+ E <1as,
2" In(n+l)=Inn, x 2 4,5p

pentru orice n>[8,]+1, rezultd ca L=1, deci lima, =1.

n—>0




