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Problema 1
Fie a,b,c numere reale pozitive astfel incat a+b+c<4 si ab+bc+ca=4.

a) Ardtati ¢ @® +b* +¢* <8.
b) Aritati cd sunt adevirate cel putin doud dintre inegalitatile
la-8|<2, p-c|<2, |c—a|<2.

Problema 2

. . . 1 =
Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [T——] =———, unde [a] reprezinti
- -[x

partea intreagd a numarului real a. 7
Gazeta matematicd

Problema 3

Considerim predicatul P(k,n):k(«/;+—l —n ) >1, unde » si k sunt numere
naturale, k =>1.

a) Aratati ca propozitia P(3,1) este adevarati, iar propozitia P (3,2) este falsa.

b) Determinati valoarea de adevar a propozitiei: ,,pentru orice numdr natural k=1
existd un numdr natural # astfel incét propozitia p(k,n) si fie falsa”.

Problema 4
Fie D, E, F punctele de tangenta ale cercului inscris intr-un triunghi 4BC la BC,
AC , respectiv AB .
a) Ardtati cd, dacd notdm cu p semiperimetrul triunghiului, atunci
adD=(p-c)AB+(p-b)AC.

b) Aritati ¢ triunghiul 4BC este echilateral daci si numai dacd AD+ BE +CF =0.

Nota: Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notatd cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100 puncte,
din care 10 puncte sunt din oficiu.
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Problema 1
Determinati functiile f:(0,00) — (0,%0) cu proprietatea ca f (x) f (y)-f(x)= LAP A
y x

pentru orice x,y €(0,).
Gazeta Matematica
Problema 2

Determinai perechile (x,y) de numere reale cu x, y €[20,26] astfel incét

max {(46x ~520)°"* (46y - 520)“’5“‘5} <2025,

Problema 3

Fie (z ) un sir de numere complexe nenule §i ¢ >2 un numdr real cu proprietatea ca
" /neN 4

) este numir natural, pentru orice ne N. Fie P multimea submultimilor finite si

z,) 5i g(X)=2 2.

ieX

log, (|z,,
nevide ale lui Nsi functiile f:N—> N, g:P—>C cu f(n)=log, (

Aratati ca, dacd f e injectiva, atunci g e injectiva.

Problema 4

Determinati numerele complexe a,b,c,d care au, simultan, proprietitile:
la = |p|=|e| =|d|=1, a+b+c+d=2V35i &’ +B’+c’+d’ =0,

Notd: Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problemd este notatd cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100 puncte, din
care 10 puncte sunt din oficiu.
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SUBIECTE

Problema 1

1 11
Se considerd matricele 4=|1 1 1|, B=3L,—-4 s1i M, =§B+3L2A, unde x este
X
1 11

un numadr real nenul.
a) Aritati cd B> =3B.
b) Aritaticd M_-M =M _, pentru orice numere reale nenule x,y.

¢) Aratati ca det(M ) # 0, pentru orice numadr real nenul x.

Problema 2
Aratati cd relatia de recurentd g, € [O 1 sia,, \/a —a pentru orice neN

defineste un sir ( a, )nE y §1studiati limita acestuia.
Gazeta matematica

Problema 3
Fie # un numdr natural nenul si 4 o matrice nxn inversabild, cu elemente numere

reale si care verificd relatia A+ 47 =1, .
a) Demonstrati c¢i 4> =—1,.
b) Aratati cd n este un numar par.
¢) Determinati det(A4+1,).

Problema 4

. . . e e e e . X .
a) Aritati c3, daca functia f:R — R este periodica si limita lim f( ) exista, atunci

X—po0 x
aceastd limita este nula.

x
b) Dati exemplu de functie periodicd g : R — R pentru care limita lim——~= g( ) nu exista.

X0 X

Justificati raspunsul!

Noti: Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problemd este notatd cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100 puncte, din

care 10 puncte sunt din oficiu.
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Problema 1

Se considerd un grup (G,) si f,g:Z — G morfisme de la grupul (Z,+) in grupul (G,), cu
proprietatea ci existd doud numere intregi a si b, prime intre ele, astfel incat f(a)=g(a)
sif(b)=g(b). Aritaticd f=g.

Problema 2

b
a) Fie 0<a<b sio functie derivabild 1 : [a,b] >R, cujf(x)dx = bf(a)—af(b).
Artati cd existd c€(a,b) cu f'(c)=0.
1
b) Dati un exemplu de functie derivabila /:[-1,1] >R cu.[f(x)dx = f(-1)+ f(1)
sl

si f'(x)#0 pentru oricex e[-1,1].
Gazeta Matematica

Problema 3

Fie (M ,~) un monoid finit cu cel putin doud elemente. Ardtati cd urmatoarele afirmatii sunt

echivalente:

a) existd n € N"astfel incat a" # a, oricare ar fi a e M , a # ¢ , unde ¢ este elementul neutru
al monoiduylui.

b) (M,-) este grup.

Problema 4

Fie f':[1,00) > R o functie integrabild pe orice interval [a,b] < [1,00) i sirul (a, )

n22?

cu g, =— | I8, Stiind ca lim £ (x) =1, calculati lima, .
Inny x

X—>x n—r0

Noti: Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problemd este notatd cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100 puncte, din

care 10 puncte sunt din oficiu.



