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Problema 1 Virsta lui Ionel este de 2a ani si virsta mamei sale este de a2 ani. In
momentul in care varsta lui Ionel este de 2b ani, varsta mamei sale este egald cu dublul
varstei acestuia. Aflati cati ani are Ionel.

Marius Burtea, G.M. 9/2025

Solutie: Diferenta de vérsti dintre Ionel si mama sa este egald cu a2 — 2a =

(@-10+2)—(204+a) =9-a— 18 . o 6p
Cand varsta mamei este egald cu dublul varstei fiului, diferenta de varsta va fi egald cu
varsta Jul Tonel .. ... e 4,5p
Obtinem 9 -a — 18 = 20 + b, deci (20 + b) se Imparte exact la 9...................... 6p
Rezultd b=7sia =5, asadar Ionel are 25 deani ................... ..., 6p

Observatie 1. Pentru gisirea rdspunsului corect si verificarea faptului cd acesta re-
spectd conditiile problemei se acorda ultimele sase puncte din barem.

Observatie 2. Aflarea valorilor corecte pentru b si a prin analiza tuturor cazurilor
posibile este acceptata si se va puncta corespunzator.

Problema 2 Fie numsrul N = 72026 4 21472. 147777 ; 27416,
a) Ar#tati cd N este patrat perfect.

b) Aritati c& N se poate scrie atédt ca suma de 2 cuburi perfecte, cat si ca sumd de 3
patrate perfecte.

Bogdan Georgescu

Solutie:
a) 21472 . 14777 . Q7416 = gAT2 . qATZ L 72TIT STV G346 A3 4,5p
Deci N = 72026 . 4 = (71003 . 0)2 L 6p
b) N = 72025 .98 — (7675)3. (27 + 1) = (755 3) 4 (T6) ... ........... e 6p
Pe de altd parte, N = (71013 2)2 4+ 02 + 0% ... 6p

Observatie: Se va puncta corespunzator orice altd scriere a numarului N ca suma de
2 cuburi perfecte sau de 3 pitrate perfecte (de exemplu N-= (71012 .12)2 4 (71012 4)2 +
(7012 )2,



Problema 3 Se considera o tabla cu 2 linii si 1013 coloane.

a) Aritati ci putem pune numerele 1,2, .. .,2026 in cele 2026 pitratele ale tablei astfel
incat sumele numerelor de pe fiecare coloana sa fie egale.

b) Putem pune cele 2026 numere in cele 2026 patratele astfel incat sumele numerelor
aflate pe fiecare linie s fie egale?

Traian Preda

Solutie

a) Asezdm numerele de la 1 la 1013, in ordine crescétoare, pe prima linie si numerele
de la 1014 la 2026, in ordine descrescitoare, pe cea de-a doua linie. Astfel, suma
numerelor pe fiecare coloana va fiegala cu 2027 ....... ... 10p

b) Presupunem cd se poate. Atunci suma numerelor de pe prima linie ar fi egald
cu suma numerelor de pe a doua linie, de unde rezultd ci suma tuturor celor
2026 numere ar fi egald cu suma celor doud sume, deci cu un numar par. Cum

2026 - 2027
1+2+3+...+2026 = ——— = 1013 - 2027, numar impar, obtinem o
contradictie!
In consecint#, nu exist3 nicio agezare a celor 2026 numere care si respecte conditiile
CEIULE . . .+« i it e 072 0 e w350 o001« = i = Il e -G G P 12, 5p
Problema 4

a) Determinati numerele abc astfel incat ab si ¢a — 1 sa fie pitrate perfecte.
b) Determinati numerele abed cu proprietatea ci abed = 8 - ab’ +cd .
Cristian Olteanu

Solutie:

de forma ¢0, c1, ¢2, ¢3, ¢5, ¢7, de unde obtinem abc = 258 sau 642.............. 10p

De aici obtinem ab < 12 si analizim urmitoarele cazuri:

Lab = 10 care implicd 200 = cd - (ed — 1), fird solutie.

IL.ab = 11 care implicd 132 = cd - (cd — 1), de unde cd = 12.

I1L.ab = 12 care implicd 48 = cd - (cd — 1), fird solutie.

Prin urmare, abed = 1112 ... i 6,5p

NOTA La punctajul obtinut se adaug cele 10 puncte din oficiu.
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE
Noti: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 22,5 puncte. Se acorda 10 puncte din oficiu.

Orice alti rezolvare se asimileaza conform baremului.

Problema 1 ( autor ***)

Fie punctele coliniare 4,0,B (in aceastd ordine) si semidreptele OC,OD 1in acelasi
semiplan,iar punctul C este situat in interiorul unghiului AOD . <40C =x°, <COD = y° si

<DOB=z°,unde x,y,zeN". Stiind cd(x, y,z) sunt direct proportionale cu
(y+z,z+x,x+y),

a) Ardtaticd x=y=z.

b) Demonstrati ci semidreapta OC este bisectoarea unghiului 40D .

c¢) Demonstrati ci bisectoarea unghiului COD este perpendiculari pe dreapta AB .

Detalii rezolvare

Barem
asociat
a) Din x ¥y _z _ _xtytz 1 obtinem 2x=y+z,2y=z+x si
y+z z+x x+y 2(x+y+z) 2 .
2z=x+y. P
Presupunem x < y < z, celelalte cazuri se trateazd analog, cum 2z =x+y, cum
x <z si y<z,putem avea egalitatea doar dacd x=y==z.
Solutie alternativd: scizand primele doud relatii obtinem 2(x-y)=y-x, deci 55
x=y,deunde x=y=z. =0
Solutie alternativa: x+y+z =180° , deci 3x =180° <> x=60°, analog
y=060°,z=60°
b) Cum
180° B
4AOC = <«xCOD =<DOB = =60°,

deducem cd OC este bisectoarea unghiului
AOD. Sp




c¢) Fie OM bisectoarea unghiului COD, avem «COM =30°, deci
LAOM = %xA0C +<<COM =90°, in concluzie OM 1 AB. Sp

Problema 2 (autor Sever Pop, Baia Mare, G.M 9)

Determinati numerele naturale » si x care verifici relatia 10" +189 = x°.

Detalii rezolvare Barem
asociat
Pentru n=0 si n=1 nu avem solutii, iar pentru n» =2 obtinem x=17. 7p
Presupunem ci »# >3, atunci 10”38, iar 189 este de forma M, +5, deci membrul
R 6,5p
stang este de forma M, +5
Cum, pentru n€ N x trebuie si fie numar impar, deducem ci x* este de forma
6p
M, +1
Deducem c3 pentru »# >3 nu avem solutii, deci singura solutie este n =2 si x=17. 3p

Problema 3 (autor ***)

Fie numerele naturale nenule a si & , astfel incét [az,b] + [a,bz] =(5a+12b)-(a,b).
Aritati ci 7 divide (a+b).
(Am notat cu (x,y) cel mai mare divizor comun al numerelor naturalex siy i cu [x,y]cel

mai mic multiplu comun al numerelor naturale x siy )

Detalii rezolvare Barem
asociat
Din cauza unei erori in enunt, la aceastd problema se acordd punctajul maxim. 22,5p

Problema 4 (autor ***)

a) Céate submultimi nevide are o multime cu 10 elemente ?
b) Demonstrati ¢i din orice multime de zece numere naturale distincte de doua cifre (scrise in
baza zece), se pot alege doud submultimi disjuncte ale céror elemente au aceeasi suma.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Existd 2'° —1submultimi nevide ale unui multimi cu 10 elemente 6,5p

b) Existi 2'°~2=1022 submultimi distincte (nevide si care nu includ intreaga
|_ multime) ale multimii de 10 numere de doud cifre.

| Suma elementelor oricdrei submultimi trebuie si fie cuprinsd intre 10 si
90+91+92+---4+99 <10-100 =1000 . Deci numérul sumelor disticte este mai mic |  Sp
decat 1000.

Deoarece 1000 <1022, din principiul cutiei obtinem ca existd doud submulfimi
distincte ale céror elemente au aceeasi suma.

3p

Sp

Fie aceste multimi A si B si fie A'=A\(AnB) si B'=B\(4nB), atunci

3
submultimile 4’ si B' verifica proprietitile din enunt. :
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CLASA a VII-a - Solutii si barem

Problema 1

a) Ar#tati c& numirul N = /1+2+ 3+ ...+ 49 este numar natural.

b) Pentru cite numere naturale abe, de trei cifre, num#rul y/abe - (1 + 2 + 3 + ... + abc)
este rational?

Solutie:

49 - 50
a)1+2+3+...+49=——2—=352,deciN=35EN ........................ 10p
b) \/@-(1+2+3+...+@) € Q dacs si numai daci abc- (1 +2+ 3+ ...+ abc)

este pétrat perfect ............. ... e 2,5p
— b be+1 = 1
14+42+3+...+abc= s (0:2 ct)) , care implica abe patrat perfect, deci
abc+1 R 5 -
pitrat perfect. Obtinem abc = 2k* — 1, unde k € {8,9,...,22}, in total 15
NUITIELE .« vt e vt eeenannnnan e iy ofie Gadle oie b Fo o B o a8 ol e B T B E e o B @0 -« 10p
Problema 2

a) Aflati z € Q stiind c& (22 + 5) - V32 + (1 — 5z) - /128 este numir rational.

b) Fie a,b € N*. Aritati ci, dacd v/a + Vb € N, atunci a si b sunt pitrate perfecte.

¢) Aflati numerele naturale abcd cu proprietatea ca \/ abcd — 1+ \/ abed + 183 e N.

Solutie:
a) (22+5)- 32+ (1—5z)-v128 = 82v/2 4 20v/2+ 82 — 4022 = 28v/2 — 3222 =
V2 (28 = B2m) 5p
7
Cum v2 € R\ Q si 28 — 32z € Q, rezultd ci 28 — 32z = 0, de unde z = g 5p

b) Fie v/a + Vb = ¢,q € N*. Atunci ya = q — Vb, de unde obtinem, prin ridicare la
pitrat, cd a = g%+ b— 2¢Vv/b, care implic Vb € Q. Atunci v/a € Q, deci a, b pitrate
perfecte ............. e e e i Yl cnia et i e e o e S e e 5p



¢) Folosind b), avem abed — 1 = m?,m > 31, si abed + 183 = n’,n < 101, cu

M, T € N o 2,5p
Obtinem n? —m?2=(n—m)(n+m) =184 . ......ccooiiiiiiiiiiiiiiiiii, 2,5p
Dup4 analiza tuturor cazurilor posibile, gdsim solutia abcd = 2026 ........... 2,5p

Problema 3 Fie triunghiul ascutitunghic ABC si AD 1 BC,D € BC. In exteriorul
triunghiului ABC' construim pétratul BCEF. Stim cd (AE este bisectoarea unghiului
<DAC. Aflati masura unghiului <BAE.

Raluca Ciurcea, supliment G.M. 10/2025

Solutie: AD 1 BC si CE L BC implicA AD ||CE ............................ 2,5p
Atunci <CAE = «EAD = <AEC, deci AACE isoscel, de unde AC =CE.......... 5p
Cum CF = BC, rezulta ci AC = BC, deci triunghiul ABC este isoscel.............. 5p
Notim z = <DAE = <EAC. Atunci, din ADAC, obtinem <ACD = 90° — 2z (1) 2,5p

180° — <ACB
Iar din triunghiul isoscel ABC rezultd <BAC = cililede 1% N 45° 4+ 2 (2) ....... 5p
Din (1) si (2) obtinem <BAE = <BAD + <DAE =45°—z+x=45°............ 2,5p

Problema 4 Fie ABCD un paralelogram si {O} = AC n BD. Notam cu I; si I
centrele cercurilor nscrise In triunghiurile AOB, respectiv COD, si cu G si G centrele
de greutate ale triunghiurilor BOC, respectiv AOD. Demonstrati ca:

a) Al CI, este paralelogram.
b) I1G11,G5 este paralelogram.
c¢) Dacd I1G11,G> este romb, atunci ABCD este dreptunghi.
Traian Preda

Solutie:

a) I, 0, I, sunt coliniare (fiind pe bisectoarele a doud unghiuri opuse la varf) ..2,5p
<1 AO = <«I,CO (AL, C1I, fiind bisectoarele unor unghiuri congruente), de unde
rezultdi AAOL = ACOL(ULU.) . oo 2,5p
Obtinem OI; = Ol si cum AO = OC rezultd AL CI, paralelogram ......... 2,5p

b) Fie M si N mijloacele laturilor BC, respectiv AD. Atunci MN || AB, MN = AB

SiOEMN, MO =0N ... i 2,5p
1

Deci Gy,0, Gy coliniare si OG; = OGy = §OM = éAB. Dar OI; = OlI,, asadar

11 G1 IG5 paralelograins. i . . . 5. dai. i « o s Ja i« o0 55 arie Siie G0+ o B S A R R & 5p



¢) I1G11,G5 romb implicd 11, 1 G1Ga, deci OI; 1 OG;. Cum <AOB si <BOC sunt
suplementare, bisectoarele lor sunt perpendiculare, de unde rezultd ca OG; este

bisectoarea <BOC ........ ... 5p
Insd OG; este si mediand, asadar ABOC este isoscel. Atunci OB = OC, deci
BD = AC, care implica ABCD dreptunghi ......... ... .. ... ... 2,5p

NOTA: La punctajul obtinut se adauga cele 10 puncte din oficiu.
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SOLUTII SI1 BAREME ORIENTATIVE

Noti: Fiecare subiect se puncteazi de la 0 Ia 22,5 puncte. Se acordi 10 puncte din oficiu.
Orice alti rezolvare se asimileazii conform baremului.

Problema 1 (autor Banescu Magdalena)
a) Aritati ci pentru orice numere reale strict pozitive §i orice ne N are loc

+a4n+2 1+b4n+2
+

a

> 4(ab)".

inegalitatea:

b) Aflati numerele reale, strict pozitive, a si b pentru care are loc egalitatea:

2026 2026
1+a +l+b =4(ab)506.
b a

Detalii rezolvare Barem
asociat

1+ a4n+2 1+ b4n+2 ( 1 b4n+2 ] [ 1 a4n+2 )

+ = —+ +| —+
b a b a a b sp

Aplicim inegalitatea mediilor pentru fiecare parantezi si obtinem:

4ns2 4ns2 ’ an+l ’ ansl Sp
l + i + —1—+ a >2 b + a
b a a b a b
b4n+1 . a4”+l — ’a4n _b4n - a2n : bln 4p
\J a \f b

4n+2 4n+2
l+a N 1+b

Finalizare >4(ab)". 3p
a
Folosim a) pentru 7 =506 si obtinem egalitatea:
{b;;: TS p™ =b P
a'=b
1,5p

Justificare b=1=>a=1.




Problema 2 (autor Liliana Niculescu, G.M. 9/2025, supliment)

Aflati perechile de numere intregi pentru care este verificatd relatia x(x+1) = y(y +7).

Detalii rezolvare Barem
asociat
¥ +x=y +7yl-4
2p
4x* +4x=4y* +28y
4x* +4x+1=4y" +28y+49-48
(2x+1)" =(2y+7)" —48 2p
(2y+7) —(2x+1)" =48
(2y+7-2x-1)(2y+7+2x+1)=48
(2y—2x+6)(2y+2x+8)=48 5p
4(y—x+3)(y+x+4)=12
y—x+3,y+x+4 au parititi diferite.
—x+3=
yoE ? a-b=12,a,bde paritati diferite.
yv+x+4=>b 4,5p
2y+T7=a+b=>y= a+b_7,x= boal
2 2
(a,b) € {(-12,-1),(-1,-12),(=4,-3),(-3,-4),(12,1),(1,12),(4,3), ) 2p
(x,)={(5,-10),(=6,-10),(0,-7),(-1,-7),(-6,3),(5,3),(-1,0), (0, 0)} Tp

Problema 3 (autor Livia Harabagiu)

In piramida triunghiulard SABC, fie A',B',C'proiectiile varfului piramidei pe

laturile BC, AC,respectiv AB ale triunghiului 4BC.Se stie ca S4'=SB'=SC" .

a) Aritati ca dreptele 44', BB',CC’sunt concurente.

b) Fie Opiciorul perpendicularei duse din S pe planul (4BC), O fin interiorul

triunghiului 4ABC. Dacii O este centrul cercului circumscris triunghiului 4ABC,

aritati ci piramida SABC este regulata.




Detalii rezolvare

Barem
asociat

SI L (4BC),1 €(4BC)) .,
a) Fie SA' L BC —I4" 1 BC.
I4',BC = (4BC)

Analog, IB' L AC,IC' 1 AR (1)
SI L (4BC)

= ST 1 I4',SI L IB',SI 1 SC’
I4,IB',IC’ = (ABC)

3p

Comparim ASIA" cu ASIB' si cu ASIC' si conform cazului 1.C.
= ASIA' = ASIB' = ASIC' = 1A'= IB' = IC' (2)

Din (1) 51 (2) = d(I; AB)=d(I; BC)=d(I; AC) rezulti I este centrul cercului
inscris AABC = A'B=C'B,A'C=B'C,AC' = AB'

!B 4 4 R.T.Ceva
= 4B BC (4 =1 — A4,BB’,CC' sunt concurente.
A'C B'A CB

Din(a)=0=1
b) O centrul cerculuiinscris inAABC ;= AABC este echilateral. (3)

O centrul cercului circumscris AABC

A', B',C' mijloacele laturilor BC, AC, AB.

3p

SC'mediana si indltime in ASAB = ASABisoscel cu baza AB = SA =SB (4).
SA' mediand i tndltime in ASBC = ASBCisoscel cu baza BC = SB=S5C(5).
Din (4) si (5) = S4A=SB=SC(6).

2,5p

Din (3) si (6) = SABC este piramida triunghiulard regulata.

2p




Problema 4 (autor Traian Preda)
Fie ABCDA'BC'D'un cub si punctele M e(A4AC),Ne(BC')asfel incat
AM BN \3-1
AC BC' 2
a) Demonstrati cd MN || (4BB').
b) Determinati misura unghiului dintre dreptele MN si AA'.
c) Determinati misura unghiului dintre dreptele MN si CD'.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Alegem M'e(4B) si N'e(BB') asfel incat
1p
MM'|BC si NN'|B'C'.
Din T.F.A. obtinem
MM' _AM _BN NN'_ o0 o 2p
BC AC BC' BC'
Dar MM'|NN' = MNN'M’ paralelogram = 2p
MN ||M N',dar MN' c (ABB')= MN ||(ABB’). 3p
(V3-1)i
b) Notim AB:I:>BN'=T 2p
BN’:AM':MB:/—‘/i_l/ﬁ_Z‘BI 2p




2p

MN |MN', A4 | BB’ = «(MN, 44") = <(MN', BB') = «<BN'M’
tg«BNM':A{Bzg"*E:‘E(‘B”D:\/E: 2p
NB f3-1 f3-1
<XBN'M' = 60" 2p
MN|MN',CD'|BA' =
«(MN,CD') = <(MN', AB) = <BPN’ 2,5p
Unde am notat cu P intersectia drepetelor MN' si A'B.
2p

«PN'B=60",«<PBN' =45 =

Intrucat
<«BPN' =180" -60" -45" =75".




